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Planche d’exercices 5

Exercice 1

a. Montrer que pour tout réel 𝑥 différent de −1, on a 𝑥
⁄

𝑥 + 1 = 1 − 1
⁄

𝑥 + 1.

b. Calculer ∫
1

0

𝑡
⁄

𝑡 + 1
𝑑𝑡.

Exercice 2 Soient 𝐼 = ∫
1

0

1
⁄

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡 et 𝐽 = ∫

1

0

𝑒𝑡
⁄

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡.

a. Calculer 𝐽.
b. Calculer 𝐼 + 𝐽.
c. En déduire 𝐼.

Exercice 3
a. Vérifier que pour tout réel 𝑥, on a 𝑥2 − 5𝑥 + 6 = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3).
b. Déterminer deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que pour tout réel 𝑥 différent de 2 et de 3, on ait

1
⁄

𝑥2 − 5𝑥 + 6
=

𝑎
⁄

𝑥 − 2
+

𝑏
⁄

𝑥 − 3
.

c. Montrer que ∫
1

0

1
⁄

𝑡2 − 5𝑡 + 6
𝑑𝑡 = ln(

4
⁄

3
).

Exercice 4 Quel est le signe de ∫
1

1/2
ln(𝑡 ) 𝑒𝑡 𝑑𝑡 ?

Exercice 5
a. Montrer que pour tout 𝑥 de [0, 1], on a 1 ⩽ 𝑒𝑥

2
⩽ 𝑒𝑥.

b. En déduire que 1 ⩽ ∫
1

0
𝑒𝑡

2
𝑑𝑡 ⩽ 𝑒 − 1.

Exercice 6 Pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 1, on pose 𝐼𝑛 = ∫
1

0

𝑡𝑛
⁄

(1 + 𝑡2)2
𝑑𝑡.

1. Calculer 𝐼1.
2. a. Justifier que pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 1, on a 𝐼𝑛 ⩾ 0.

b. Étudier la monotonie de la suite (𝐼𝑛 )𝑛⩾1.
c. En déduire que la suite (𝐼𝑛 )𝑛⩾1 est convergente.

3. a. Soit 𝑛 un entier supérieur ou égal à 1. Montrer que pour tout 𝑥 de [0, 1], on a 0 ⩽ 𝑥𝑛
⁄

(1 + 𝑥2)2
⩽ 𝑥𝑛.

b. En déduire que pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 1, on a 0 ⩽ 𝐼𝑛 ⩽ 1
⁄

𝑛 + 1.

c. Déterminer la limite de la suite (𝐼𝑛 )𝑛⩾1.

Exercice 7 Calculer les intégrales ci-dessous à l’aide d’une intégration par parties.

a. ∫
1

0
𝑡𝑒2𝑡 𝑑𝑡 b. ∫

𝑒

1
𝑡2 ln(𝑡 ) 𝑑𝑡 c. ∫

5

2
(2𝑡 − 3)𝑒−𝑡 𝑑𝑡

⋆ Exercice 8 À l’aide de deux intégrations par parties successives, calculer ∫
1

0
𝑡2𝑒−𝑡 𝑑𝑡.
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Exercice 9 Soient 𝐼 = ∫
1

0

1
⁄

√
⁡

𝑡2 + 2
𝑑𝑡, 𝐽 = ∫

1

0

𝑡2
⁄

√
⁡

𝑡2 + 2
𝑑𝑡 et 𝐾 = ∫

1

0
√
⁡

𝑡2 + 2 𝑑𝑡.

1. Soit 𝑓 la fonction définie sur [0, 1] par 𝑓 (𝑥 ) = ln(𝑥 + √
⁡

𝑥2 + 2).
a. Calculer la dérivée de 𝑓.
b. En déduire la valeur de 𝐼.

2. a. Montrer que 𝐽 + 2𝐼 = 𝐾.
b. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que 𝐾 = √

⁡

3 − 𝐽.
c. En déduire les valeurs de 𝐽 et 𝐾.

⋆ Exercice 10 (d’après ECSP 2017) Pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, on pose 𝐼𝑛 = ∫
1

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥. On note aussi

𝐼0 = ∫
1

0
𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥.

1. a. Montrer que pour tout 𝑥 de [0, 1], on a 0 ⩽ 𝑒−𝑥
2
⩽ 1.

b. En déduire que pour tout entier naturel 𝑛, on a 0 ⩽ 𝐼𝑛 ⩽ 1
⁄

𝑛 + 1.

c. Étudier la limite de la suite (𝐼𝑛 )𝑛≥0.
2. Soit 𝑓 la fonction définie sur [0, 1] par 𝑓 (𝑥 ) = 𝑒−𝑥

2
.

a. Calculer la dérivée de 𝑓.

b. En déduire que 𝐼1 =
1
⁄

2 − 1
⁄

2𝑒.

3. a. En utilisant l’égalité 𝑥𝑛+2𝑒−𝑥
2
= 𝑥𝑛+1 × 𝑥𝑒−𝑥

2
et à l’aide d’une intégration par parties, montrer

que pour tout entier naturel 𝑛, on a 𝐼𝑛+2 =
𝑛 + 1
⁄

2 𝐼𝑛 −
1
⁄

2𝑒.

b. En déduire 𝐼3 et 𝐼5.
c. Calculer lim

𝑛→+∞
𝑛𝐼𝑛.


