Mathématiques en ECT2 2026-2027

Correction du DL2

1. a. Notons A I'événement « on effectue le premier tirage dans 'urne %, » et B I’événement « on
effectue le premier tirage dans I'urne %, ». Comme A et B forment un systéme complet d’évé-
nements, on peut appliquer la formule des probabilités totales :

P([X;=1]) = P(An[X; =1]D) + P(Bn[X; = 1])
= P(A) x Po([ X, = 1]) + P(B) x Pg([ X; = 1])
1 3 1 1 4

2
= —X—F —X—=— = —
2 5 2 5 10 5

La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli de parameétre p = E.

5

b. OnaE(X,)=p=2etV(X)=p(l-p)=2x2=2

2. a. Ona
P([X;=0]n[Z=0])=P([X; =0]n[X,=0])
= P([X; = 0]) x P{x,=01([ X2 = 0])

3 4 12

575 25
b. Ona

2 2 4
==X—=—,
5 5 25
P([X;=0]n[Z=2]) =0,
P([X;=1]n[Z=0]) =0,
P([X=1]n[Z=1])=P([X;=0]n[Xz =1])
= P([X; = 0]) x P x,=01([ X2 = 1])
3 1 3
=2y
5 5 25
P([Xp;=1]n[Z=2]) =P([X;=1]n[X; =1])
= P([X; = 1]) x P x,=1)([ Xz = 1])
2 3 6
220
5 5 5
Voici la loi du couple (X3,Z) sous forme de tableau.
Zlo |1 2
X,
12 4
0 5 | 25 0
3 6
1 0 2% | 25

3. a. Lesévénements [Z =0],[Z = 1] et [Z = 2] forment un systéme complet d’événements, donc
P([X;=0]) =P([X; =0]n[Z=0])+ P([X; =0]n[Z =1])+ P([X; = 0] n[Z = 2])
12 4 16
=t t0=—.
25 25 25
On en déduit que
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16 9
P([X;=1])=1-P([X,=0]) =1 =3 =35

La variable aléatoire X, suit la loi de Bernoulli de parametre —— ?

25
16 144
On aE(Xz) = et V( 2) = 25 25 625'
b. Ona
6
PUX =110 % =1 =,
tandis que
2 9 18
P([X;=1)xP([X;=1]) = %% " 125

Ceci montre que P([X; = 1] n [X, = 1]) # P([X; = 1]) x P([ X, = 1]). Ainsi, les variables
aléatoires X; et X, ne sont pas indépendantes.
c. En sommant les colonnes du tableau de la question 2.b, on obtient la loi de Z.

z 0| 1] 2
_ 1217 |6
P(1Z=2D)] 35 | 35 | 25

d. Ona
12 7 6 19
E(Z)=0x—+1x—+2x—=—,
25 25 25 25
D’apres le théoréme de transfert, on a
12 7 6 31
E(Z)=0>x—4+12x—+2°x— ==,
25 25 25 25
D’apreés la formule de Koenig-Huygens, on a

V(Z) = E(2%) - (E(Z))? = > 775 361

1 (19)2 775 361 414

25 \25/ 625 625 625°
4. En continuant a noter A I'événement « on effectue le premier tirage dans 'urne %; », on a
1 2
J— >< —
P(An[X;=0]) P(A)xPs([X3=0]) 2 5 1 5 1
P[XIZO](A): — = — = = —X—=—,
P([X;=0]) P([X;=0]) 3 5 3 3
5
A PPas . . 3 6 15 3
5. a. Alaide du tableau de la question 2b, on obtient E(X,Z) = 1 x 1 x 2=t 1x2x 25 =52 = &

=n

. D’apreés la formule de Keenig-Huygens, on a
Cov(XpZ) = E(X,2) — E(Xy) E(Z) = ~ —% % g - % _ %
c. Comme Z = X; + X,, on a aussi X; = Z — X,. Par bilinéarité de la covariance, on a
Cov(X1,X;) = Cov(Z — X,,X;) = Cov(Z,Xy) — Cov(X5,X,) = Cov(X,,Z) — V(X5).
Donc
204 144 60 12

Cov(X; X)) = — - =2 2
(X1.%) 625 625 625 125

V(Z)=V(X;+ X)) = V(X)) + 2Cov(X1,X5) + V(X)) =
6 12 144 150 120 144 414
— 22X = —— — = ——
25 125 625 625 625 625 625
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