Mathématiques en ECT2 2026-2027

Chapitre 5 — Compléments sur les intégrales

1 Linéarité de l'intégrale

Les deux propositions ci-dessous sont a mettre en regard avec celles qui concernent la linéarité de la
somme.

Proposition 1 Soient u, v deux fonctions continues sur un intervalle I et a, b deux réels de I
Ona

b b b
J (u(t) +v(t)) dt :J u(t) dt +J v(t)dt.

a a

4(t2 + i) dt.

Exemple 1 Calculerj
Jt

1

Proposition 2 Soient u une fonction continue sur un intervalle I, ainsi que a, b deux réels de I

et Aunréel. On a
b

belu(t)dt = AJ u(t)dt.

a a

4

3
Exemple 2 Calculer J —dt.
1Vt
Exemple 3
a. Montrer que pour tout réel x différent de —1 et de 0, on a 1 1
x(x+1) x x+1

1
tt+1) d.

e
b. Calculer J
1

2 Positivité et croissance de I’'intégrale

Proposition 3 (positivité) Soient f une fonction continue sur un intervalle I et a, b deux réels
de I Sia < b et sipour tout x de [a,b], ona f(x) > 0, alors

b
J f(t)dt > 0.

L’hypotheése a < b est importante. Elle dit que les bornes de l'intégrale sont « rangées dans 'ordre
croissant ».

5
Exemple 4 Justifier que J (2t —3)e7tdt > 0.
2

b
De méme, si a < b et si pour tout x de [a, b], on a f(x) < 0, alors J f(t)dt <o.
a

Proposition 4 (croissance) Soient f, g deux fonctions continues sur un intervalle I et a, b deux
réels de I Sia < b et si pour tout x de [a, b], on a f(x) < g(x), alors

Lbf(t)dt < Jbg(t)dt.

a
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Exemple 5

a. Montrer que pour tout x de [0,1], on a T xSTo

1
b. En déduire que In(2) < J
0

3 Intégration par parties

Proposition 5 (intégration par parties) Soient u et v deux fonctions dérivables sur un inter-
valle [, telles que u’ et v’ sont continues sur I Soient a et b deux réels de I. On a
b

b
J u(t)v'(t)dt = [u(®)v(t)]b - J u(£)v(t) dt.

a a

Cette formule permet de calculer beaucoup d’intégrales qui ne nous étaient jusqu’ici pas accessibles.

1

Exemple 6 Calculerj te! dt.
0

2

Exemple 7 Calculerj tIn(t)dt
1

2

Exemple 8 En écrivant In(¢) = 1 x In(t), calculerJ In(t)dt.
1

4 Intégrales et suites

Les exercices de concours mélangent souvent intégrales et suites.

1
Exemple 9 Pour tout entier naturel n, on pose I, = j et dt.

1. a. Calculer I,
b. Reconnaitre I.
2. a. ATaide d’'une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n, on a
Lii=e—(n+1)I,
b. Calculer I, et L.
3. a. Justifier que pour tout entier naturel n, on a I, > 0.
b. Montrer que la suite (), est décroissante.
c. En déduire que (I,),,>¢ est convergente.
4. a. Soit n un entier naturel. Montrer que pour tout x de [0, 1], on a x" < x"e* < ex".
b. En déduire que pour tout entier naturel n, on a
1 <l < e
n+1 b < n+1

c. Déterminer alors la limite de la suite (I;),,>o.
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