Mathématiques en ECT2

2026-2027
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Exercice 1
50

a. 1+2+3+-+49+50= k.
k=1

k=1
1 2 3 8 9 1 2 3 8 9 ’k
C. —H—F ottt —= + + + o + =3
23 4 9 10 1+1 2+1 3+1 8+1 9+1 Hk+1

d. 1+ 10+ 100+ -+ 1000 000 000 = 10° + 10 + 102 + - + 10° = Z 10k,

Exercice 2

a.
5

Z(2k+1):(2><0+1)+(2><1+1)+(2x2+1)+(2><3+1)+(2><4+1)+(2><5+1)

k=0
=14+3+4+5+7+9+11=36.
55 5 5 5 15 12 10 37
Z—,:—+—+—:— —+—=—
S04 5 6 12 12 12 12
4
c. Zij_lz1><31_1+2><32_1+3x33_1+4><34_1:1+6+27+108=142.
]
1100

d. Y (D= (=D + D'+ (1) + -+ (D + (D =1+ (D T+ (D) 1= 1

k=0
Exercice 3

8
a. Z6=8><6=48.
k=1

7
b. Zl:8><l:2.
9
c. D(=7)=9x(-7)=—63.

i=1
10
2 2
d. —=6x—=4.
)y 3

j=3

Exercice 4
19

19 x 20
a. Zi: =19 x 10 = 190.
i=1 2

8 8x9
b. Zk: =4x9 =36
k=0 2
17
17 x 18
c. Zk: =17 x9 = 153.
k=0 2

17 17 8
d. Y k=>k-> k=153-36=117.
k=9 k=0 k=0
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Exercice 5
S _1-2°_1-512 511
Zz = 511.
= 1-2 -1 1
8 8
b. szz(ZZk)—20=511—1=510.
k=1 = 1
s 17 -5 1y 127
C. Z(—): = = —X2 =—
£i\p 1 1 128 64
i=0 1—— —
2 2
6 .
1 1N 127
a $iopdy-w
Lol SN2 64
Exercice6
6
a. Z(k+9)_2k >0 =—+7><9—21+63—84
k=0 k=0
7
1 7><8 7 %8
b. -k— k=—x = 14.
Z Z - .
8

c. 2(4 5k)—Z4—SZk—8><4 5% 0

100 100 100
d Y (-i-1)=-)i-Y 1=
=2 i=2 i=2
Exercice 7
4
1 1 1 1 12
a. Y —=l+—+—+—=—+
£k 2 3 4 12
4
1 1
b. —=4x—=2
2.5

Exercice 8 Par linéarité, on a

Exercice 9

a. Mise en place. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, notons %, la proposition

100

_[(Zi>—1] —99x1 = _[M_

i=1

6 4 3 25

—t— ==
12 12 12 12

2
(%)k_?) 127 381

64 64

zn:(zk+1) :zzn:k+ znll
k=0 k=0 k=0

:2><n(nT+1)+(n+1)

=nn+1)+(n+1)
=n(n+1)+1x(n+1)
=(n+1)[n+1]
=(n+1)>%.

n
« Z K2 n(n + 1)6(2n+ 1) N

k=1

—32—5><36=—148.

1] —99 = —-5049—-99 = —5148.
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1
Initialisation. D’une part, on a Z kK=12=1.

k=1
D’autrepart,onal(l+1)(62X1+1):1X2X3:%: 1.

1
1(1+1)(2x1+1
Ainsi, on a Z k? = ( )( ). Donc & est vraie.

k=1 6
Hérédité. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

n
nn+1)(2n+1
Supposons que %, est vraie, c’est-a-dire que Z k? = ( )( ).

k=1 6
", (1) (n+2)(2n+3)
Montrons alors que %, ; est vraie, c’est-a-dire que Zk = . :
k=1
Ona
n+1 n
Zk2=(2k2)+(n+1)2
k=1 k=1
+1)(2n+1
_nnt1)(2n )+(n+1)2
6
_n(n+1)(2n+1)+6(n+1)>2
B 6
_(n+1)[nC2n+1)+6(n+1)]
- 6
_(n+1)[2n2+n+6n+6]
- 6
_(n+1)(2n*+7Tn+6)
= - .
Or(n+2)(2n+3)=2n*+3n+4n+ 6 = 2n* + 7Tn + 6, donc
Ekzz(n+l)(n+2)(2n+3)
k=1 6

Conclusion. D’apres le théoréme de récurrence, la proposition %, est vraie pour tout entier n supé-

rieur ou égal a 1. Autrement dit, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on a

u k2:n(n+1)(2n+1)‘
2 z

100

100 x 101 x 201
b. OnaZkzz—:50><101><67=5050><67=338350.

C.

k=1 6

Par linéarité, on a
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Zk(k+1)— Z(k2+k)

k=1 k=
n

= Lk 4 Yk
k=1 k=1
:n(n+1)(2n+1)+n(n+ 1)

6 2
_ nn+1)(2n+1)+3n(n+1)
_ (n+1) [n(an- 1)+ 3n]
_(n+ 1)[2n26+ 4n]
_ n(n + 1)6(n +2)
—

Exercice 10
a. Par linéarité, on a

2(1 - x)% = Z(l —2x; + x2)

L. .
= Zl—ZZxk+ Zx]f
k=1 k=1 k=1
=n—-2n+n
=0.

n

b. Tous les termes de la somme Z(l — x;)? sont des carrés, donc ils sont positifs. Or cette somme

k=1

est nulle, donc tous les carrés sont nuls : pour tout entier k compris entre 1 et n,on a (1 — xk)2 =0,

c’est-a-dire x; = 1.

Exercice 11

5 4
YAET= 3 R

1

b. Z(k+1)2 Zkz
G -
. Z

k:1

d. Z €k+2

i

Exercice 12 Ona

i[kz—(k+ 1)2] = [12—22] + [22 = 3%] + - + [72 — 8]
k=1

=12-22 42232 4. 72—
=12-82

=1-64

= —63.
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Exercice 13 Ona
100

Z(ek+l _ek) — (el _eO)+ (62—61)+ +(6101 —6100)
k=0

—el o042 ol 4. 4 101 _ 100
_ o101 _ 0
S 1))
Exercice 14
a. Pour tout entier k supérieur ou égala 1,on a
1 kK 1 k+1
In(1+-) =In(7++)=In(=) =In(k + 1) - In(k).
p PR p (k+1) —In(k)

b. Ona

Zln(l +%) = > [In(k +1) - In(k)]
k=1 k=1
=[In(2) —=In(1)] + [In(3) = In(2)] + - + [In(n + 1) — In(n)]
=In(n+1)-1In(1)
=In(n+1)-0
=In(n+1).

Exercice 15
a. On utilise la quantité conjuguée. Pour tout entier k supérieur ou égala 1,on a

1 B Jk+1-Vk
JEri+vk  (EkF1+VR) (Ek+1-Vk)
_ Jkri1-4E
(k12— (V)
Er1-4k
k+1—-k
CVEri-4k
1

=Jk+1-+k.

b. Ona
Y = Y (FF1-VR)
k=1

i Vk+1+ 4k
=(2-VD+3-V2)+ -+ {n+1-n)
=Jn+1-+1
=+vn+1-1

Exercice 16
a. Pour tout entier naturel k, on a

kxk!=[(k+1)—1]k!=(k+1)xk! = 1xk! = (k+1)! —k!.
b. Ona
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zn:kxk! = Zn:[(k+1)!—k!]
k=0 k=0

=[1r—o +[2t =1 + -+ [(n+ 1) —n!]
=(+1)-0
=(n+1) -1

Exercice 17
a. Pour tout entier naturel n, on a

Uppp = (n+ 12" =n2" 4 2" = px2x 2"+ 2 = 2xn2" 4 2" = 2y, 4 27D
b. Pour tout entier naturel n, on a
un+1 _ un _ 2n+1 — zun + 2n+1 _ un _ 2n+1

= U,

n

Z(ukﬂ —u) = (ug —up) + (up —ug) + - + (Upg1 — )
k=0

=SUp+1— U
=(n+1)2"1 —0x2°
=(n+1)2"*1

d. Par linéarité, on a
n n 1 _ 2n+l
Yaktl=p)y ob=ax——— =@t -1 =2""2-2
k=0 k=0 1-2

n n
ZkaZZuk
k=0 k=0
n

(i1 — g — 2F71)

k=0
n n
= Z(uk-H —u) — Z 2k+1
k=0 k=0

— (n + 1)2n+1 _ (2n+2 _ 2)
— n2n+1 + 2n+1 _ 2 X 27’l+1 + 2

=n2"*t—2mtl 4 g,
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