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Mathématiques en ECT2

2026-2027

Correction de la planche d’exercices 3

Exercice1 Ona

1 -1 12\ (1x(-1)+(-1)x3 1x2+(-1)x0\ (-4 2
21 )°\U3 0)/7\ 2x(=1)+1x3  2x2+1x0 )\ 1 4

1-10 1 1x1+(=1)x0+0x(-1) 1
(0 1 2>><(0)=< O0x1+1x0+2x(-1) )z(—2).
1 2 -1 -1 1x14+2x0+(-1)x(-1) 2

et

Exercice2 Ona

11 2 0Xx0+1x14+(-1)x1 0x0+1x1+(—-1)x0 0x1+1x2+(

10 -1

01 -1
210

—1)x(-1)

10 1) (00 1) ( 1x0+0x1+1x1 1x04+0x1+1x0 1x14+40x2+1x(-1)
X =

2x0+1x1+0x1 2x0+1x14+0x0 2x1+1x24+0x(-1)

et
(1/2 1 )X(—4)_(1/2x(—4)+1x2)_(—2+2>_(0>
-1 3/2 T\ -1x(—=4)+3/2x2)  \ 4+3 ] \7)
Exercice 3
a. Ona
AB:(z —1)(0 1):(2x0+(—1)><(—3)2><1+(—1)><1):<3 1)
11 -3 1 1x0+1x(-3) 1x1+1x1 -3 2
et
BA:<0 1)(2 —1):<0x2+1x1 0x(=1)+1x1 ):(1 1)
-31/\1 1 —3x2+1x1 (-3)x(-1)+1x1 -5 4/
b. Ona
2 -1 10 1 -1
A_Izz(l 1)_(01):<1 0)
et

se=(51)-(1)-(20)
a-no-w=(1 7 )(30)=(51)

(A-L)(B-L)=AB— AL —LB+1?=AB—A—B+1,

On en déduit que

c. Ona
On en déduit que
31 2 -1 01 10 2 1
(A_IZ)(B_IZ)_<—3 2)_(1 1 )_(—3 1)+(o 1)‘(—1 1)'

Exercice4 Ona
(A-L)(A+2L) = A*+ 2AL - LA-2If = A*+2A— A— 2L, = A>+ A - 2L
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Exercice5 OnaA>+ A= Ax A+ AxI= A(A+1I),ouI désigne la matrice identité de méme ordre
que A.

Exercice 6
a. Ona

2 0 1 0 1 0x0+1x(—1) 0x1+1x0 -1 0
A2 = AA = - _ '
-10/\-10 —1x0+0x(—1) =1x1+0x0 0 —1
b. Onremarque que A% = —I,. Donc A* = (A2)2 =(-L)*= 122 = I, De méme, ona A% = (A4)2 =12=1,
c. OnaA®= AA8 = AL, = A. Ainsi, la matrice A’ est égale a la matrice A.

Exercice 7
a. Ona

=ali )= (A 0a) =

En effet, multiplier une matrice par un réel revient a multiplier tous les coefficients de la matrice

par ce réel.
b. Ona
2 -1 2 —1 0 -3

2_pp_ _

B _BB_<4 1 )(4 1 )_(12 —3)
2 -1 0 -3 —-12 -3
3_pp2 _ _
b*=1Bb _(4 1)(12 —3)‘(12 —15)‘

=) =50 2) (4 )

et

On en déduit que

et
/1 N1 g 1 (12 -3\ [(—-4/9 —1/9
Ag_(EB) _2_733_E< 12 —15)‘(4/9 —5/9)‘
Exercice 8
a. Ona
_ (1 -1 1 -1\ [(1x1+(-1)x(-1) 1x(-1)+(-1)x1\ (2 -2
AZ_AA_(—1 1)(—1 1)_( —1x1+1x(-1) —-1x(-1)+1x1 )_(—2 2)
et

_ (1 -1 2 =2\ [(1x2+(-1)x(-2) 1x(-2)+(-1)x2\ (4 —4
As_AA2_<—1 1)(—2 2)‘( —1x2+1x(-2) —1><(—2)+1><2)_( )

b. On conjecture que pour tout entier naturel n non nul, on a
An _ 2”-1 _2"-1
- _zn—l 2”-1 .

. iy anl —onl
c. Mise en place. Pour tout entier naturel n non nul, notons %, la proposition « A" = ( ) »

_2”-1 2?1—1

Initialisation. D’une part, on a Al = A. D’autre part, on a

2l-1 _pl-1 20 90 1 -1
11 1=t J Tl g0 g0 JTL o g )T A
ol-1 _o1-1

.. 1
Ainsi,ona A :(_21_1 gl-1

). Donc & est vraie.

Heérédité. Soit n un entier naturel non nul.

2n—1 _zn—l >

Supposons que 9, est vraie, c’est-a-dire que A" = (—2”_1 -1
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L T A
Montrons alors que %, ; est vraie, c’est-a-dire que A"t! = (—2” on )
Ona

An+1 = AA"

1 —1\[ 2"t -2t
= (_1 1 )(_2"—1 2}’!—1 )
2n—1+2n—1 _2?1—1_271—1
= (_2?1—1_271—1 2n—1+2n—1 )

_ zxzn—l ZX(_ZH—I)
- zx(_zn—l) 2)(2”_1

AR
Conclusion. D’apres le théoréme de récurrence, la proposition &%, est vraie pour tout entier naturel n
non nul. Autrement dit, pour tout entier naturel n non nul, on a

n zn—l _2”-1
A = _21’1—1 27’1-1 .

Exercice 9
1 a, b,
a. Mise en place. Pour tout entier naturel n, notons &, la proposition « A" =10 1 a, | ».
001
Initialisation. D’une part, on a A = I;. D’autre part, on a
1 ag bo 100
01 ap | = 010 ]= 13.
001 001
1 () bo
Ainsi,ona A=( 0 1 gy |. Donc % est vraie.
001
Hérédité. Soit n un entier naturel.
1a, b,
Supposons que %, est vraie, c’est-a-dire que A" = 0 1 a,
001
1 apyq bn+1
Montrons alors que %, ; est vraie, c’est-a-dire que A" =0 1 @,
0 0 1
Ona
An+1 = AA"
110\ /1a,b,
=lo11]l01 g
001 001

1x14+1x04+0x0 1xa,+1x1+0x0 I1xb,+1xa,+0x1
=[0x1+1x0+1x0 0xa,+1x1+1x0 0xb,+1xa,+1x1
0x1+0x0+1x0 0xa,+0x1+1x0 0xb,+0xa,+1x1

1a,+1b,+a,
=0 1 a+1
0 O 1

1 api1 by
=0 1 anyy

0 O 1
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Conclusion. D’apreés le théoréme de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout entier naturel n.
Autrement dit, pour tout entier naturel n, on a
1 a, b,
A'=10 1 a,
001
b. Pour tout entier naturel n, on a a,41 — a, = 1. Ainsi, la suite (a,),>( est arithmétique de raison 1.
De plus, pour tout entier naturel n, on a a,, = ay + n x 1, c’est-a-dire a, = n.
c. Par télescopage, on a
n—1
Y (Beer = bi) = (by = by) + (bp = by) + -+ + (by = by_1) = by — by = by,
k=0
Par définition de la suite (b, )n>0, on a aussi

Z(karl be) = Zak— Zk—(n_l)n

d. On déduit de la question précédente que pour tout entiern > 1, on a b, = % Cette formule
est encore valable pour n = 0 puisque by = 0. Ainsi, pour tout entier naturel n, on a b, = w
e. Ona
1 nnln-1)/2
At=101 n
00 1

Exercice 10
1. a. Ona

-4 6\(—-46 —4x(—4)+6x(-3) 6 -26
AZZAA:(—s 5)(—3 5):( ( )—3 ( )7):(—3 7)
et
-4 6 10 -4 6 20 -2 6
A+212:(—3 5)+2(01>:(—3 5>+(0 2)2(—3 7)'
Ainsi, on a A% = A + 2.
b. Ona
A3 =AA’ = A(A+2L) = A2+ 2A = (A +2L,) + 2A = 3A + 2L,
C. Ona

= AA3 = ABA+2L) =3A%2+2A=3(A+2L) +2A =3A+ 6L, + 2A = 5A + 6I,.

Ainsi, on a A* = 1A + pl,, avec A = 5 et yy = 6.

2. a. Mise en place. Pour tout entier naturel n, notons %, la proposition « A" = r, A + 5,15 ».
Initialisation. D’une part, on a A’ = L. D’autre part, on a ipA + sy, = 0A + 1L, = I,. Donc
A% = 1A + 5oL, : Ry est vraie.
Hérédité. Soit n un entier naturel. Supposons que %, est vraie, c’est-a-dire que A" = 1, A + s, L.
Montrons alors que %, ; est vraie, c’est-a-dire que A" =1, ;A +s,,1L. Ona

APF1 — Aan
= A(rhA+s,L)
=r,A’ +5,A
=nm(A+2L)+s,A
=rA+ 2L +s,A
=(r+sp)A+2nL

=Ine1A+ S11h.
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Conclusion. D’aprés le théoréme de récurrence, la proposition &%, est vraie pour tout entier
naturel n. Autrement dit, pour tout entier naturel n, on a A" = r, A + s, 1.
b. Pour tout entier naturel n, on a
Kn+1 = Tnt1 = Snt1

=(r,+s,) — 2r,

=—rm+s,
= —(rn—sn)
=—-1xk,.
Donc la suite (k, ), >0 est géométrique de raison —1 et de premier terme kg =rp—sp =0—1 = —1.
On en déduit que pour tout entier naturel n, on a k, = ky x (—1)", c’est-a-dire
kn — (_1)n+l .
c. Pour tout entier naturel n, on a
( 1)n+1
bp41 =Tpta1 t 3
( 1)n+1
=Sp+1+kypr + 3
_1 n+1
= spe + (-2
—1)"
I T
3
2(-1)"
=2, + 3
(="
= Z(rn + 3 )
= 2t,.
. s . . (-1)° 1 1
Donc la suite (t,),>( est géométrique de raison 2 et de premier terme t, = ry+ 3 - 0+ 3= 3
On en déduit que pour tout entier naturel n, on a t,, = t; x 2", c’est-a-dire
2”
tn = ?
: ="
d. Pour tout entier natureln,onarn, =t, — 5 donc
27’1 (_1)1‘1 2?1 _ (_1)1’1
Fy=—— = .
3 3 3
Pour tout entier naturel n, on a s, = r,, — k;,, donc
2n — (=1 2n— (1) 2" 4 2(—1)"
s = — 2 _1 n+l:—+ _1 n:—.
=T () ey =2
n_(_1\n n _1\n
e. OnaA”=rnA+sn12=2 g 1) At +23( ) L. On en tire
AP _ 1 4@ - (-1D)")+2"+2(-1)" 6(2" = (=1)")
3 =3(2" - (-1)") 5(2" = (—1)") + 2"+ 2(—1)"

_l( —3x2"+6(—1)" 6(2"—(-1)") )
3\ 32— (=1)") 6x2"—3(-1)"
_ ( — 2"+ 2(-1)" 2(2"—(—1)")>

S\ -@"=-(-D)") 2x2" = (-1)

B ( — 2" 2(—1)r 2nt! —2(—1)”)

- _2n+(_1)n 2n+1_(_1)n .
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Exercice 11
a. Ona

e () 1)- (1)

Donc A =4N + I,. On abien A = AN + I, avec A = 4.

b. Ona
5 (1 -1\(1 -1\ (1x1+(-1)x10\_ (0O0)\
N _NN_(l—l)(l—l)_( 0 0)=\00)=0%

Pour tout entier naturel k > 2, on a alors
Nk = N2N*=2 = 0,N¥"2 = 0,

c. Comme les matrices 4N et I, commutent, on peut appliquer la formule du bindme de Newton. On
a

AlOO — (4N + 12)100
100

S (190 et

100

k=0
100 100 100
:( )4°N0+< )41N1+Z< )4’<N’C
0 1 &\ k
100

100
=1><1]2+100><4N+Z< )4"02
k=2 k

= Iz + 400N + 02
= I, + 400N.

10 1 -1 401 — 400
100 _ —
A _(o 1)+400(1 —1)‘(400—399)'

Ainsi, on a

Exercice 12

a. Ona
020 100 120
N+L=[o0oo0o2]|+[l010]=|012]=A
000 001 001
b. Ona
020\/020 00 4
N2=NN=(oo2|[oo2|=([000]|
000/\000 000
puis
004\/020 000
N3=N:N=(ooo0o|loo2])=[000]=05
000/\000 000

NF = N2N*=2 = 0;NF2 = 05,

c. Les matrices N et I3 commutent : on peut appliquer la formule du bindme de Newton. On a
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Pour tout entiern > 3, 0on a

k=3

-1 n

- 1I3+nN+%N2+ Y (Z)o3
k=3

-1
:I3+nN+%N2+O

-1
LN+ D N2

d. Pourn =0, ona d’une part A? = [; et d’autre part I + nN + n(nT—l)Nz =L+ 0N +0N? =1
Pourn=1,onad’unepart Al = Aet d’autrepart13+nN+@N2 =L+IN+ON?2=L+N = A,

Pour n = 2, on a d’'une part A% = (N + )? et d’autre part I + nN Jr@N2 =L+2N+N?=

(I; + N)? car Iy et N commutent. Dans les trois cas, la formule reste valable.
e. Ona

100 020 004 1 2n 2n(n—1)
n n(n—1)
A"=1010])+nl 00 2|+ 000])]=101 2n
001 000 000 00 1
Exercice 13
1. a. Ona
1 1 14 1
PQ_(—1 —4)X§<—1 —1)
_1f1 1) [4 1
“3\-1-4/\-1 1
_1(1x4+1x(-1) 0
3 0 3
_1(30
“3\03
(10
“\o1
:Iz.
On a aussi
14 1 1 1
QP_§<—1 —1)(—1 —4)
_1(30
“3\03
:IZ'
b. Ona
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(4 2)0)= (5 %)
(A2 )= () 2)-(55)

1120 40
QAP_E( 0 3)‘(0 1)_D‘
c. On part de I’égalité D = QAP et on multiplie par P. On obtient
PD = P(QAP) = (PQ) AP = AP = AP.
On part maintenant de PD = AP et on multiplie par Q. On obtient PDQ = APQ. Comme PQ = I,
il vient PDQ = A.

d. Mise en place. Pour tout entier naturel n, notons %, la proposition « A" = PD"Q ».
Initialisation. D’une part, on a A = I,. D’autre part, on a PD°Q = PL,Q = PQ = I,. Donc
A% = PD°Q : P est vraie.

Hérédité. Soit n un entier naturel. Supposons que &, est vraie, c’est-a-dire que A" = PD"Q.
Montrons alors que %, ; est vraie, c’est-a-dire que A"™! = PD"*10. On a

AL — ApAn
= (PDQ) (PD"Q)
= PD(QP)D"Q
= PDL,D"Q
= PDD"Q
= pD1Q.
Conclusion. D’aprés le théoréme de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout entier

naturel n. Autrement dit, pour tout entier naturel n, on a A" = PD"Q.
e. Comme D est une matrice diagonale, la matrice D" est aussi diagonale et

4" 0 4" 0
n __ —
b _(o 1")_(0 1)'
1 1\[4"0 4" 1
n __ i
PD _<—1 —4)(0 1)_(—4" —4)‘
Ensuite, on a
14" 1 4 1 1/ 411 47—
n_ nn _ ——
A _PDQ_3(—4" —4)(—1 —1) 3(—4"+1+4 —4"+4)'

(@I -D/3 (@ -1)/3
(—4""1 +4)/3 (—4"+4)/3 )"
2. a. Onax; =5x+ ) =5x0+1=1,y=—4x=-4x0=0,x%=5x1+y;=5x14+0=5¢et
Vo= —4x1=—4x1=—-4

0
b. OnaU:<x0>=( )
0 Yo 1

c. Pour tout entier naturel n, on a

5 1\ [x 5x, + b
AU, = n | _— n n\_— n+l | _ )
Un (_4 O) (yn) ( —4x, ) <Yn+1 Une1
d. Mise en place. Pour tout entier naturel n, notons %, la proposition « U, = A" ».
Initialisation. On a AUy = LU, = Up, donc %, est vraie.

Hérédité. Soit n un entier naturel. Supposons que %, est vraie, c’est-a-dire que U, = A"U,. Mon-
trons alors que %, ; est vraie, c’est-a-dire que U, ,; = A""1Uj,. On a

donc

On en tire

Ainsi, on a
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Un+1 = AUy
= A(A"Uy)
= (AAM)T,
— An+1U0.
Donc %, 1 est vraie.
Conclusion. D’aprés le théoréme de récurrence, la proposition &%, est vraie pour tout entier

naturel n. Autrement dit, pour tout entier naturel n, on a U, = A"(),,.
e. Pour tout entier naturel n, on a

" 1411 4"—1\[(0) 1[4"-1 (4"-1)/3
Up=A"Up = < n+1 n =5 n = n :
3\-4"+4 4"+ 4 )\ 1 3\—4"+4 (—4"+4)/3
On en déduit que pour tout entier naturel n, on a

4" —1 4 —4"
X, = 3 et yn=T.
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