Mathématiques en ECT2 2026-2027
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Exercice 1

a. L’ensemble des valeurs prises par X est X(Q) = {1,2}. L’ensemble des valeurs prises par Y est
Y(Q) ={1,2}.

b. OnaP([X =1]) = % et P([X =2]) = % Voici la loi de X donnée sous forme de tableau.

X 1 2
PIX=xD| £ | 3
L’espérancedeXestE(X):1x%+2x%:%+%:%
c. Ona
2 1 1
PAX =110 [Y =11 = PUX = 1) x PV = 1D = 2 x5 = o,
PAX = 1]0lY = 2]) = P(IX = 1) x Bymp (Y =2 = 5 x> =
P(IX =2]0 [¥ = 1]) = P(IX = 2) x Py (¥ = 1) = 5 x 1= 7,
P([XzZ]n[Y:2]):P([X:2])><P[X:2]([Y:2]):%><O:O.

Le tableau ci-dessous donne la loi conjointe du couple (X, Y).

Y
X

1

—_
o

1
3
0

W= | W=

d. Comme les événements [X = 1] et [X = 2] forment un systéme complet d’événements, on peut

appliquer la formule des probabilités totales :
1 1 2
P([Y=1D)=P([X=1]n[Y=1D+P([X =2]n[Y = 1])=§+§=§.

De méme, on obtient

P([Yzz]):P([X:l]n[Y:2])+P([X:2]n[Y:2]):%+0:

On remarque que la loi de Y est la méme que la loi de X.

e. Ona
1 1 1
E(XY):1><1><§+1><2><§+2><1><§+2><2><0
1 2 2
=—+—+—+0
3 3 3
3
=3
puis
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Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
5 4 4
3 373

f. Siles variables aléatoires X et Y étaient indépendantes, alors leur covariance serait nulle. Or ce
n’est pas le cas. Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 2
1. a. OnaX(Q)={1,23}etY(Q)={1,2,3}.
b. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur {1,2,3}. L’espérance de X est E(X) = 3—;1 =2.

c. Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, pour tout entier i compris entre 1
et 3 et pour tout entier j compris entre 1 et 3, on a

1 1 1
P(IX =i]nlY =jD) =P(X =iDx (Y =jD=2x>=7.
Le tableau ci-dessous donne la loi conjointe du couple (X, Y).

Y

—_
[\
w

X

O|=|o|=|v|~
O|—=|o|=|v|~
O |o|—|v|~

2. a. OnaZzZ(Q)=1{1,2,3}.
b. En utilisant 'indépendance des variables aléatoires X et Y, on obtient

PAX=1101Z=1D=PIX =1]nl¥ 2 1) = PUX = 1)x PAY 2 1) = 11 = 1,

P(IX = 1]n[Z =2]) = P(2) =0,

P(IX = 1]n[Z =3]) = P(2) =0,
P([x=z]n[2=1])=P([x:z]n[Y=1])=P([x:z]>xp([Y=1])=§x§:§,
P(IX =2]0[Z=2]) = P(X = 2] [V 2 2]) = P(IX = 2D x P(I¥ 2 2]) = - x = =,

P(IX = 2]n[Z =3]) = P(2) = 0,
P([X=31n[z=1])=P([X=31n[¥=1])=P([x=31)xp([y=1]):§x§:§,
P([X:3]n[z:z])=P([X::«;]n[y:21)=P([X::«;])xp(w:z]):gx%:g,
P([XzS]n[Z:3]):P([X=3]n[Y:3])=P([X:3])><P([Y=3]):§><%:%.
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Le tableau ci-dessous donne la loi conjointe du couple (X, Z).

<XZ 1|23
1 % 0] o
2 % % 0
SRR

c. Lesévénements [X = 1], [X = 2] et [ X = 3] forment un systéme complet d’événements, donc
P([Zz=1])=P([X=1]n[Z=1]D)+P(IX =2]n[Z=1])+P([X=3]n[Z=1])
1 1 1 5
=—+—+=—=—.
3 9 9 9
De méme, on obtient

P(Z=2D=P(X=1]n[Z=2D)+P(X =2]n[Z=2])+P(X=3]n[Z=2])

et
P([Z=3])=P(|X=1]n[Z=3])+P([X=2]n[Z=3])+P([X=3]n[Z=3])

1
=04+0+—=—.
9
Le tableau ci-dessous donne la loi de Z.
z 1 2 3
_ s> |11

Exercice 3
a. OnaX(Q)={0,1}etY(Q)=1{0,1,2}.

b. Commea+a+2a+a+2a+3a:1,ilvient10a=1,puisa=%.

c. Lesévénements [Y = 0], [Y = 1] et [Y = 2] forment un systéme complet d’événements, donc
P(IX=0]) =P([X=0]n[Y=0D)+P(IX=0]n[Y=1])+P([X=0]n[Y =2])

1 2
=a+a+2a=4a=4x—=—.
10 5
et
P((X=1]) =P([X=1]n[Y =0 +P([X =1]n[Y = 1))+ P([X = 1] n[Y = 2])
=a+2a+3a=6a=6xi=i.
10 5

Les événements [ X = 0] et [ X = 1] forment un systéme complet d’événements, donc

P([Y:0]):P([X:0]n[Y:0])+P([X:1]n[YzO])=a+a:2a:2x%:%,
P([Y:1])=P([x=o]n[yz1])+P([x=1]n[Y=1])=a+za=3a:3x11—O:13—0,
P([Y:2]):P([X=0]n[Y:2])+P([X=1]n[Y:2]):2a+3a=5a:5x%=%.

Le tableau ci-dessous donne la loi de X.
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x 0 1
_ 213
Le tableau ci-dessous donne la loi de Y.
y 0| 1] 2
_ 11311
d. Ona
2 3 3 3
E(X)=0x—+1x—=0+—=—.
5 5 5 5
et
1 3 1 3 13
EY)=0x—4+1x—+2x—=0+—+1=—.
5 10 2 10 10
Calculons la variance de X. D’aprés le théoréme de transfert, on a
2 3 3
E(X)=0%°x=+1°x===.
5 5 5

D’apreés la formule de Koenig-Huygens, on a
3 3y2 3 9 15 9 6
V(X)=EX?) - (EX))==-(=) ==0-==—-—=—.
X (X%) = (B(X) 5(5) 5 25 25 25 25
Calculons la variance de Y. D’apreés le théoreme de transfert, on a
1 3 1
EY)=0x=—+1’x—+22x—=0+—+2=—.
5 10 2 10 10
D’apreés la formule de Koenig-Huygens, on a

23 (13\2 23 169 230 169 61
V(Y)=E(Y?) - (EY))*==—-(=) = = =
(Y) = E(Y") - (E(Y)) 10(10)

T10 100 100 100 100
e. Par linéarité de espérance, on a

6 13 19
E(X+Y)=EX)+EY)=—+—=—.
( ) X @) 10 10 10
f. Ona
E(XY)=0x0xa+0x1Xxa+0x2x2a+1x0xa+1x1x2a+1x2x3a
1 4
=0+0+0+0+2a+6a=8a=8x—=—,
10 5
puis

4 3 13 4 39 40 39 1
Cov(X,Y) = E(XY) = E(X)E(Y) = - 2x — == = m o =
5 5 10 5 50 50 50 50
g. Si les variables aléatoires X et Y étaient indépendantes, alors leur covariance serait nulle. Or ce
n’est pas le cas. Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

h. Par bilinéarité de la covariance, on a
Cov(X,X+Y) =Cov(X, X)+ Cov(X,Y)

=V(X)+Cov(X,Y).
Ainsi, on a
6 1 12 1 13

Cov(X, X+Y)=—+—=—
25 50 50

50 50°
i. Ona
V(X+Y)=V(X)+2Cov(X,Y) +V(Y),
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donc
6 1 61 24 4 61 89
VIX+Y)=—4+2x—F+—=—+—+—=—.
25 50 100 100 100 100 100

: e =[S Y6 o ey~ [6L _E
j. Ona V(X)—\%— = et V(Y) = 100 = 10,donc

1 1
(X.Y) Cov(X,Y) 50 50 1 366
p s = = = = = .
JVX)Jv(y) Ve 5 V61 /366 366 366
5 10 50
Exercice 4
1. a. OnaX(Q)={1,3}
b. OnaP([X =1]) = % = %et P([X =3]) = % = % Voici la loi de X donnée sous forme de
tableau.
x 1 3
1 2
P(X=xD| 3 | 3
_1x L 2_17
OnaE(X)—1X3 —|-3><3 =3

2. a. OnaY(Q)=1{02,4}
b. Ona

P(IX =110 [Y = 0]) = P(X = 1) x Fymy ([¥ = 0D = = x = = —,

POIX =110 Y = 21) = P(LX = 1]) x Byoy)([Y = 2]) = = x> ==,

3 6 18
P(IX =110 [Y = 4]) = P(IX = 1) % By—p (¥ = 4) = £ x 0 =0,
P(IX =310 [Y = 0) = P(1X = 3]) x Ply—s ([¥ = 0]) = = x0 =0,
P(X =310 [Y = 2]) = P(IX = 3]) % Fyms (¥ =2D) = = x = =
PUX =310 1Y = 4]) = P(IX = 3]) % Byms (Y = 4) = 2 x= = .

Le tableau ci-dessous donne la loi conjointe du couple (X, Y).

Yo | 2| 4

X

1] 5

1 5 | 5| 0
1] 1

3 3|3

c. Comme les événements [X = 1] et [X = 3] forment un systéme complet d’événements, la
formule des probabilités totales permet d’écrire

P([Y=0])=P([X =1]n[Y =0])+ P([X =3]n[Y =0]) = — +0=—.

18 18
De méme, on a
P([Y = 2]) = P([X = 1]n[Y:2])+P([X:3]n[Y:Z]):f—8+%:%.
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et
PQY:4D:PQX:1hﬂY:4D+PﬂX:3hﬂY:ﬂ):O+%:%.

Le tableau ci-dessous donne la loi de Y.

y 0| 21| 4
HNEN N VR IS
a1 11 1_23
OnaE(Y)—Ox18+2><18+4><3_9.
d. Ona
1 5 1 1
E(XY) =1x0x—+4+1X2x—+1x4%x0+3x0X0+3x2X—+3Xx4x—
18 18 3 3
5 59
—0+—4+0+0+2+4="—"".
9 9
Donc

59 7 23 177 161 16
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) == - = xZ2 =22 -2
( ) (XY) (X)EX) 9 3 9 27 27 27
e. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. En effet, si elles I’étaient, alors leur

covariance serait nulle.

Exercice 5
a. OnaX(Q)={-1,01}Y(Q)={0,1}et

P(IX = =110 [Y = 0]) = P([X = ~1]) x Blx—y (¥ = 0]) = 3.0 =0,

PAX = —1]0[¥ = 1]) = PUX = 1)) x Py (¥ = 1) = 5 x 1 = 7.

P(X = 0] Y = 0) = P(1X = 0]) x Py— ([¥ = 0)) = x1 ==,
P(LX = 010 [Y = 1]) = P(IX = 0]) x By— ([¥ = 1)) = =x 0 =0,
P(IX =110 [Y = 0]) = P(X = 1]) % By—y ([¥ = 0)) = =x 0 =0,
pqlepqyz1D=pqx=1quxﬁﬂwz1pzéx1=§.

Le tableau ci-dessous donne la loi conjointe du couple (X,Y).

XY 0| 1
1] o0 %
0 % 0
1| o %

Voici la loi de Y donnée sous forme de tableau.

Correction de la planche d’exercices 4 6/8



Mathématiques en ECT2 2026-2027

y 0 1
PIY=yD| 5 | £

b. Ona
1 1
E(XY):0—§+O+0+0+§:O.

De plus, on a E(X) = 0, donc
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0—0x E(Y) = 0.
c. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. En effet, on a

qu=oth=m>:§

tandis que
1 1 1 1
P(IX=0])xP(lY =0]) ==x==—%#—.
(1X = 0D xPY = 0D = sx =5
Cet exercice montre que la covariance de deux variables aléatoires peut étre nulle, sans que ces

variables soient indépendantes.

Exercice 6
1. a. Le joueur regoit un point au deuxiéme tirage si et seulement s’il obtient une boule blanche au
premier tirage et une boule rouge au second tirage, ou une boule rouge au premier tirage et une
boule blanche au second tirage. Ainsi, on a
[Xo =1]=(BinRy) u(Ryn By),
puis
P([X;=1]) = P((Bl NRy)u(Ryn Bz))-
Comme les événements B; n R, et R; n B, sont incompatibles, on a
P([X2 = 1]) = P(Bl n Rz) + P(Rl n Bz)
Comme les événements B; et Ry sont indépendants, on a P(B; n Ry) = P(B;) x P(R,). De méme,
ona P(R;nBy)=P(R;)x P(By), d’ou
P([X; = 1]) = P(By) x P(Ry) + P(Ry) x P(B;)
2 1 1 2 2 2 4

= — X — —_ _——= — _—= —

3 3 3 3 9 9 9

b. Comme X; suit laloi de Bernoulli de paramétre p = %, onaE(Xy)=p= %et V(X)) =p(1—p) =
4 5 20

979 T8l
2. a. Lesconditions de '’expérience juste avant le troisiéme tirage sont identiques a celles juste avant
le deuxiéme tirage. Ainsi, la probabilité de recevoir un point au troisiéme tirage est égale a la

probabilité de recevoir un point au deuxieme tirage. Donc X3 suit comme X, la loi de Bernoulli
de parametre %
b. OnaG = X, + X3. Par linéarité de 'espérance, il vient

B(G) = E(X,) + E(X3) =§+%= %

3. a. Ona
[X2=1]0[X3:1]=(BlﬂRzﬂB3)U(RlﬂBzﬂR3).

Par incompatibilité puis indépendance, on obtient
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P([X, =1]n[X3=1]) = P(B;) x P(Ry) x P(B3) + P(R;) x P(By) x P(Rs3)

=—+
27 27 27
b. Par incompatibilité et indépendance, on a
P([X; =0]n[X3=0]) = P(By) x P(By) x P(B3) + P(R;) x P(Ry) x P(R3)

2 2 2 1 1 1
= —X—X—+—X—XxX—
3 3 3 3 3 3

8 1 9 1

27 27 27 3
De méme, on a
P([X; =0]n[X3=1]) = P(By) x P(By) x P(R3) + P(Ry) x P(Ry) x P(B3)
2 2 1 1 1 2

= —X—X—F+—=X—X—

3 3 3 3 3 3
4 2 6 2

T27 27 27 9
et
P([X, =1]n[X3=10]) = P(B;) x P(Ry) x P(R3) + P(Ry) x P(By) x P(B3)
2 1 1 1 2 2

=—X—X—+—X—X—
3 3 3 3 3 3

2 4 6 2

t—=—==.
27 27 27 9
Le tableau ci-dessous donne la loi conjointe du couple (X5,X3).

X3
0 1
X
1 2
S
2 2
o I
Ona
2 2
E(X2X3):0+0+0+5:3.
Donc
2 4 4 2 16 18 16 2
Cov(Xp, X3) = E(XpX3) —E(X)E(X3) == ——X—=——— = ——— = —
ov(Xy, X3) = E(X3X3) (2)(3)999981 TRETET]
4., Ona
V(G) = V(X2 + X3) = V(Xz) + 2COV(X2,X3) + V(X3)
20 2 20
=—42x—+—
81 81 81
44
81
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